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ТЕОР1Я ВЫРАЖЕНИЙ, 


содержалцихъ квадратные радикалы, 


ВЪ Связи | белитей 
съ теорлей гратическихъ задачъ - БИБИЯОТЕН 


уш. Комм, 
эл=м=ытаевжойх гвомвтегы. - Просвещения? 


кр 
ГЛАВА 1. 


$ 1. Объектами гезметрическахъ изслВдованйй являются про- 
странственныя формы (геометричесвые образы) и опред$ляемыя ими 
величины. Сообразно съ этимъ геометрическая задачи распадаются 
на два класса: задачи графическ1я, въ которыхъ по давнымъ гео- 
метрическимъ формамъ (т. е. по формамъ, которыя предполагаются 
непосредственно доступными усмотрЗн1ю) нужно построить (сдё- 
лать доступными для усмотрЪн!я) друг1я пространственныя формы, 
и задачи численныя, въ которыхъ требуется опред$лить соотноше: 
н1я келичинъ, опредЗляемыхъ геометрическими образами. кой 

Ясно, что графическая задача не имЗетт смысла, еслисне’ сдЪ- 
лать никавихъ допущенй относительно того, при какихъ условяхъ 
образъ, не заданный непосредственно, будета, считаться построен- 
нымъ; т. е. для того, чтобы трафическая задача имфла внолнЪ опре- 
дфленное содержан1е и чтобы построен!я были вообще возможны, 
необходимо требовать, чтобы указаны были ередотва‘построен1я. Въ 
этомъ отношен1и въ геометр!я установлены сл8дуюцщйе’ постулаты 
требованйя, допущенйя) : 
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Геометрическ Й образъ данъ или поотроенъ, когда дана или 
построена система точекъ, которыми образъ опредляется. Иногда 
изъ воевозможныхъ системъ точекъ, которыми образъ опредЪляется, 
выбираютъ одну опредленную систему, и образъ считается по- 
стрсеннымъ только тогда, когда построена эта система. 

Въ элементарной плоской геометраи, гд% разсматривалются двЪ 
только лини: прямая и окружвзость и образы, ими опредфляемые, 
этотъ постулатъ приводится къ двумъ: 

Первый постулатъ. Прямая и длина опредФленнаго ея отрЪзка 
даны или построены, когда даны или построены дв точки прямой 
или концы отрЪзка. 

Второй постулатъ. Окружность дана или построева, если даны 
или построены ея центръ и дв точки, разстоян!е между которыми 
опредЗляетъ длину рад1уса. 

Этахъ постулатовъ недостаточно, для того, чтобы дать опре- 
дЪленное содержан1е графической задач: необходимо еще опред- 
лить, что именно разумВютъ подъ построен1емъ точки Точка, какъ 
проотВйпий геометрическ1й образъ, можетъ быть задаваема непо- 
средотвенно: *) —она построена, когда она, есть пересЪчен1е данныхъ 
или построенныхъ лин!й. Въ элементарной геометр!и этотъ посту- 
латъ можетъ быть разсматриваемъ какъ три отдфльныхъ постулата: 

Третй постулатъ: Точка построена, когда она есть пересВчен1е 
данныхъ или построенныхъ прямыхъ. 

Четвертый постулатъ: Точка построена, когда она есть перес*- 
Зене данныхъ или построенныхъ круговъ. 

Пятый постулатъ: Точка построена, когда она есть пересВчене 
даннаго или построеннаго круга съ данной или постренной прямой. 

Изъ сказаннаго слЗдуетъ, что наиболВе общее выражен1е гра- 
фической задачи элементарной плоской геометр!и будетъ сл дующее: 

ПримЪняя конечное число разъ установленные выше пять по- 
стулатовъ, требуется по даннымъ системамъ точекъ построитъ дру- 
г1я системы точекъ такамъ образомъ, чтобы послЪдн!я удовлетво- 
ряла даннымъ соотношенйямъ **). 

Очевидно, ‘что задачи: провести прямую черезъ дв данныя 
точки, описать окружность изъ даннаго центра даннымъ рад1усомъ, 
опред$лить взаимныя пересфчен1я данныхъ прямыхъ и данныхь 
круговъ—эти задачи предполагалотся въ геометр1и рёшенными т. е. 
постулатами геометр!и устанавливаютъ положен1е, что когда усмо- 
тр$ны дв точки, то усмотрзна и прямая, черезъ нихъ прохо- 
дящая, а когда усмотрЪнъ центръ окружности и дв точки, опре- 
дЪляюпия длину ея рад!уса, то усмотрВна и самая окружность,” т. 
д. Выражен!я: проведемъ прямую черезъ дв данныя точки и опи- 





*) Случай, когда, кромВ точки, и друге образы задаются непосредственно, 
см. $ 2, прим$ч. С° 

**) Мы товоримъ: ‹по даннымъ системам», имя въовиду, что въ задачу 
мотутъ входить системы точекъ, совершенно независяшя` одна отъ другой въ 
смыслВ ихъ стносительнато положеня; такъ, окружность можетъ быть задаваема, 
центромъ и двумя точками, опредзляющими длину рад1уса. Положеше этихъ по- 
саЪднихъ совершенно не зависить отъ положена центра окружности» 
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шемъ кругъ даннаго радтус& изъ даннаго центра заключаютъ въ 
себЪ тавтологлю, ибо когда дв точки даны, то дана и опредвля- 
емая ими прямая: она есть-—таковъ постулатъ. Выраженя, о кото- 
рыхъ мы говоримъ, перенесены въ гесметр!ю изъ области черченйя, 
гдВ строятъ изображеня точекъ, прямыхъ и круговъ, обыкновенно, 
помощью линейки и раздвижного циркуля. 

Первые два постулата геометр1и соотвЪтетвуютъ въ черчен1и 
тому факту, что, имфя изображен1я двухъ точекъ прямой или изо- 
бражен1я центра круга и двухъ точекъ, опредФляющихъ длину ра- 
д1уса, мы можемъ вычертить, въ первомъ случа при помощи ли- 
нейки, а во второмъ при помощи раздвижного циркуля, изображе- 
н1я соотвтотвенныхъ прямой и круга. Посл$дн1е три постулата 
имфютъ себ соотвЗтстые въ томъ фактВ, что когда вычерчены 
изображен!я прямыхъ и круговъ, то легко усмотрВть изображеня 
ихъ встрЗчъ. Поэтому постулаты элементарной плоской геометрия 
весьма часто объединяются въ слФдующемъ краткомъ и образномъ 
выражен!и: лостроея элементарной плоской зеометри совершаются 
только при помощи линейки и раздвижною циркуля, чему соотвтствуетъ 
слЗдующее наиболе общее выражеге графической задачи: 

Употребляя конечное число разъ циркуль и линейку, требу- 
ется по даннымъ системамъ точекъ, построить друг1я системы то- 
чекъ, удовлетворяющая даннымъ соотношен1ямт. * 

$ 2. Изъ указаннаго содержан!я наиболЪе общей графической 
задачи вытекаетъ и опред$ленный ходъ ея р$шен1я. Допустимъ 
сначала, что мы не вводимъ въ построене никакихъ произвольныхъ 
точекъ. Когда системы точекъ даны, то, на основания первыхъ двухъ 
постулатовъ, заданы также: 1) вс прямыя, соединяюцщйя въ каждой 
систем точки попарно; 2) разстоян1е между каждыми двумя такими 
точками и 3) всЪ круги, рад1усы коихъ равны этимъ разотоянямъ 
и центрами которыхъ служатъ данныя точки. ВсЪ возможныя пе- 
ресВчен1я прямыхъ и окружностей одной и той же системы дадутъ 
въ этой систем новыя точки, которыя на освованйи послзднихъь. 
3-хъ постулаловъ должны считалься построенными, равно какъ и 
опредЪляемыя ими и данными точками прямыя, прямолинейные от- 
р%®зки и круги. Тавк1е точки, прямыя, прямолинейные отрзки и 
круги будемъ называть точками, прямыми, отрзками и кругами 
перваго построен1я. Данными и построенными прямыми и кругами 
опредЗляются точки и вм стЪ съ ними прямыя, прямолинейные от- 
р®зки и круги второго построетя и т. д. Продолжая неопред$ленно 
этоть рядъ построенй, получимъ на плоскости построен1я ком- 
плексъ точекъ, обнимающЕй собою во тЪ точки, которыя могутъ 
быть построены ва основатйи постулатовъ. элементарной геометр!и, 
когда точками исхода служатъ данныя намъ системы точекъ’ а 
бы этотъ комплексъ точекъ покрылъ всю плоскость построенйя, то 
всякая графическая задача, относящаяся къ разсмотр&ннымъ исход- 


*) Въ статьф: ‹О рьшеши задачъ безъ помощи линейки» (Вфст, Оп. Физ. 
и Эл. Мат. № 125) показано, что 3-й и 5-й постулаты могутЪ”быть отброшены. 
Г. Шнейдеръ показалъ («Рёшеше геометрич. задачъ при помощи линейки и од- 
ного раствора циркуля». Жур. Эл. Мат. 1885/6 уч. г. № 1), что можно сузить 
содержаще 4-го постулата, оставивъ остальные безъ измфненя. 
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нымъ системамъ точекъ, могла бы бызь рёшена посредотвомъ цир 
куля и линейки. Но если какая либо точка Р плоскости построе- 
ня не принадлежала бы коиплексу, то задача, относящаяся къ 
раземотрВннымъ точкамъ исхода, не могла бы быть рёшена при 
помощи циркуля и линейки, когда искомымъ задачи была бы точка, 
Р. Это справедливо по крайней мВрЪ въ томъ случа, когда при 
построенйи не вводятъ произвольныхъ точекъ. 


Допустиимъ теперь, что при построенйи вводились произволь- 
ныя точки. Не трудно прежде всего убЪдиться въ томъ, что длина 
ра, гдВ р ращональное число и и данная длина, можетъ быть по- 
отроена помощью циркуля и линейки безъ введен1я произвольныхъ 
точекъ; слФдовательно, въ разсмотрЗнномъ раньше комплекев то- 
чекъ около каждой точки описаны круги рад!усовъ ри; но такъ 
какъ длину ра можно заключить между какими угодно пред$лами 
приличнымъ выборомъ значев!я р, то на плоскости построен1я н®тъ 
такого контура, внутри и вн котораго не было бы точекъ, при- 
надлежащихъ комплексу. Точно также на каждой изъ данныхъ и 
построенныхъ прямыхъ и окружностей будеть безчисленное мно: 
жество точекъ, принадлежащихъ комплексу. Отсюда слЗдуетъ, что 
введен1е произвольныхъ точекъ въ построене является излишнимъ 
во вобхъ случаяхъ, ибо каждой изъ этихъ точекъ либо приписы. 
вается одно только свойство пребыванйя въ плоскости построенля, 
либо точка вводится подъ условемъ, чтобы она лежала внутри иди 
внВ н$котораго контура, на данной или построенной прямой и т. д. 
Во воБхъ этихъ случаяхъ произвольная точка можетъ быть зам $- 
нена точкою комплекса; сл$довалельно, если ‘въ комплексов, по- 
строенномъ безъ введен1я произвольныхъ точекъ, н®тъ точекъ кото- 
рыми образъ опредФляется, то задача совсЪмъ не можетъ быть рЪ- 
шена посредствомъ циркуля и линейки; другими словами, если за 
искомыя точки примемъ точки пересВчешя данныхъ или построен- 
ныхъ помощью циркуля и линейки прямыхъ и круговъ съ лин1ями, 
ограничивающими искомые образы, и если этихъ точекъ нельзя 
построить посредотвомъ циркуля и линейки, то задача р$шена быть 
неё можетъ. 

Примъчаве. Когда кром? точекъ задаются непосредственно еще 
и друпе геометричесвкйе образы, то предполагаютъ всегда, что мы 
можемт выбрать какую либо систему точекъ, которыми образъ опре- 
дВляется. Этотъ случай приводится такимъ образомъ къ преды- 
дущему. Очевидно, что если задача неразр$шима въ томъ случа, 
когда замВняемъ дачный образъ системой точекъ А, то она будетъ 
неразрзшима и въ томъ случа, когда замФнимъ образъ какой 
либо другой системой В, ибо построен1е, въ основу котораго легла 
система точекъ В, можетъ быть разсматриваемо какъ постр 








построен1е, 
въ основу когораго положена систэма А, но въ которое введена 
произвольная система точекъ В. °\\ 

Итакъ, обиай ходъ р8шен!я графической задачи элементарной 
геометр!и заключается въ построен1и комплекса точекъ по указан- 
ному выше прему и въ выборЪ изъ этого комплекса такихъ то- 
чекъ, которыя удовлетворяютъ требуемымъ соотношен!ямъ. Если въ 
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комплекс такихъ точекъ н%тъ, то задача не можетъ быть _р8шена 
посредствомъ циркуля и линейки. 

$ 3. Покажемъ теперь, что геометричесвя соотношеня, кото- 
рымъ должны удовлетворять искомыя системы точек, всегда мо- 
гутъ быть выражены аналитическими `соотношен1ями длинъ н%ко- 
торыхъ прямолинейвыхъ отрЪзковъ, опредБляемыхъ данными и 
искомыми точками. 


Пусть А» будетъ данная въ плоскости система % точекъ 
@1› @3›-) бр брань, @р о в, 


Ими опред®ляется система 5-1 длинъ данныхъ прямолиней- 


ныхъ отрзковъ, расположенныхъ на данныхъ прямыхъ, соединяю- 
щихъ попарно эти точки. Каждая изъ этихъ прямыхъ, напр. а} 4%, 
дфлитъ плоскость построен1я на дв части, и мы условимся очитать 
разотоянйя каждой изъ данныхъ точекъ 4, отъ точекъ а, а, поло- 


жительными, когда точка @р ‚ расположена въ одной половин* пло- 
овости, и отрицательными, и она ИВ въ другой поло- 


винф. При такомь ‘услов!и можно изъ м1) отрзковъ, опред?- 


ляемыхъ системой Ал, выбрать 2»—3 рен такимъ образомъ, чтобы 
ими опредлялась система точекъ Ал, а слЗдовательно также длина 


Г 
и положен!е остальныхъ 5 (п—2) (п—3) отрзковъ Возьмемъ, напр.: 


1) отрзовъ а, а); 2) два и а, @,, а, а,, соеданяющихъ точку 
а; съ двумя предыдущими точками; 3) два отрзка, соединяющихъ 
точку а, съ какими либо двумя предыдущими точками ит. д. Тогда 
будемъ имЪть 2»_3 отр$зка, которыми система А» вполн% опредз- 
ляется, ибо если возьмемъ другую систему В» изъ п точекъ на 
плоскости и если 2—8 отр®зка системы В» равны по величинВ и 
знаку соотьфтствующимъ отрзкамъ системы А», то, наложивъ си- 
отему В» на А» такт, чтобы треугольники а, а, аз и 6, 6, Б, совпали, 
найдемъ, что системы совпадутъ и въ остальныхь точкахь; слЪдо- 
вательно, взятыми въ систем А» отрзками опредЪляется система 


т 
Ал 5 ( 
ны этихъ послЗднихъ отрзковъ могутъ поэтому быть выражены 


аналитически въ длинахъ первыхъ, причемъ легко рии 2% 
дующую лемму: 


а съ нею и длины остальныхъ п—2) ("—3) отр$зковъ. Дли- 


, 


я 


Лемма |. Длина прямолинейнаю отръзка, опредъляемаю` парой то- 
чево системы Ап, выражается вг длинахз отръзковг, которыми система 
Ап опредъляется, и вё нъкоторыхе ращинальныхе числата) ‚ посредство из 
ращгональныхв дъйствёй (оложен1е, вычитан!е, умножен!е, дБлене, воз- 
вышев1е въ ц8лую степень) и извлеченя квадратных корней. 


Разсмотримъ случай, когда система А» состоитъ изъ 4-хъ то- 
чекъ А,В,С,О. Шесть прямолинейныхъ отрЗзковъ, опредВляемыхъ 
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системой А,‚, суть стороны и д!агочали 4-ка АВСЛ (Фиг. 2). Патью 
изъ нихъ система опредВляется; длину шестого 
отрзка, напр. АВ, выразимъ въ остальныхъ. 
Проводимъ для этого высоты Аа и ВЬ треу- 
гольниковъ АС и ВСР относительно общаго 
основан!я СО и прямую Аа, || СО до вотр$чи 
съ ВЬ въ 4. Въ ЛАД АСРШ и ВСР отрЪзки 
Ла и Са выражактся рацонально въ сторо- 
Фит. 2. вахъ и въ рацональныхъ числахъ. Высоты 

Аа и ВЬ выражаются въ сторонахъ этихъ 3-ковъ 


посредствомъ рацюнальныхъ дЪйствЙ и извлечен1я квадратныхъ 
корней, а такъ как» 





Да. =Е(С-++05-+ о); Ва. =-Н(ВЬ+Аа); АВЕУ(Аа,)-ЕСВВ, 


то для системы 4-хъ точекъ лемма доказана. 

Допустивъ теперь справедливость леммы для системы ® точекъ, 
докажемъ ея справедливость для системы %-|-| точекъ, чВмъ и оправ- 
даемъ лемму вполнф. Пусть А будеть та точка системы, содержа- 
щей п-|-1 точекъ, которая оставлена была посл дней при выбор% по 
вышеуказанному способу длинъ, опред ляющихъ систему; В,С,О,,...— 
сстальныя точки системы; АСи АЛ —длины, которыми опредляет- 
ся положене точки А относительно. точекъ В,С,Т,.... Длины отр%з- 
ковЪъ, соединяющихъ попарно точки В,СО...., чо допущен1ю выра- 
жаются въ длинахъ, опредвляющихъ эту систему % точекъ, посред- 
ствомъ ращональныхъ дЪйствй и извгечен!я квадратныхъ корней. 
Разстоян1е точки А отъ какой либо точки В системы В,С,О,.... 
можетъ быть выражено посредотвомъ такихт-же дВйств!й въ дли- 
нахъ АС, АО,ВС,ВО,СЪ, какъ это показано было при равемотр® ни 
системы 4-хъ точекъ, слВдовательно лемма’ оправдана. 


Лемма !. Длина прямолинейнаю отутзка, отредъляемало двумя 
точками изв комплекса точек, построенных посредствоме циркуля и 
линейки, выражается посредством ращопальныхо дъйствй ‘и извлеченя 
квадратных корней во длинах, опредъляющиле данныя системы точек 

Лемма будетъ доказана, если, допустивъ ея справедливость 
для прамолинейныхъ отр$зковЪъ, соединяющихъ точки В.С ШО Е...., 
построенныхъ раньше нЪкоторой точки А, мы докажемъ, что она 
справедлива и для отр$зковъ, соединяющихъ А съ В, С О, Е,,.... 
Но точка А можетъ быть получена только однимъ изъ слФдую- 
щихъ 4-хъ способовъ: 1) Она есть пересВчен1е дугъ, описанныхъ 
изъ какихъ либо двухъ данныхъ или построенныхь точекъ, нар: 
С и У, радусами АС и АО. равными отр$зкамъ, опредВляемымъ 
нЪкоторыми изъ точекъ В,С.О,Е... Дла отр№зковъ АС и АЪ лемма 
справедлива либо по ропущен1ю, либо ва основан1я предыдущей 
леммы. Что. же касается отрзка, соединяющаго А съ Какой либо 
точкой В группы В,СО,Е,...., то его можно пыразить› носредствомъ 
ратональныхъ дЪйствй и извлечен1я квадратных корней въ от- 
р®зкахь АС,АО,ВС,ВЬ и СО, какъ мы это видфли раньше, слЪ- 
доват., въ этомъ случа лемма доказава. 2) Точка А получена какъ 
пересВчене прямой, опред$ляемой 2-мя точками изъ группы 
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В,СЛ,Е.... (напр.ВиС) съ кругомъ, описаннымъ изъ одной изъ точекъ 
О.Е... (напр. 0) радусомъ АО, удовлетворяющимъ требованямъ 
леммы. Изъ прилагаемой фигуры имфемъ 


АР?.В0--СТ2.АВ—ВОХАВ-ВС)=АВ.ВС.(АВ- ВО), 


откуда сл$дуетъ, что АВ опредляется въ длинахь АО,ОВ,ОС,ВС 
помощью ращюональныхъ дЪйств!Й и извлечен!я квадратныхъ кор- 
ней. Точка А можетъ поэтому разсматри- 
ваться вакъ перес$чен!е дугъ, описанныхъ 
изъ Ви О рад!усами, удовлетворяющими за- 
ключен!ю леммы. Такимъ образомъ этотъ 
случай приведенъ къ предыдущему. 3) Точка 
А получена какъ пересчен1е прямой ВС 
съ дугой, описанной изъ В рад1усомъ АВ}} 
удовлетворяющимъ заключев!ю леммы. Этотъ . Фиг. 3. 

случай не отличается отъ предшествующаго, ` 

ибо изъ ипредыдущаго равенства видимъ,что АГ можно выра- 
зить требуемымъ образомъ въ АВ.ВС,СО,ВФ. 4) Точка А получена 
какъ пересЗчене прямыхь ВС и ПЕ. Высоты ВЬ и Сс тр-ковъ ВОЕ 
и СРЕ (предыд. фиг.) выражаются требуемымъ образомъ въ сторо- 
нахъ этихъ 8-ковъ. Оверх’ь того 


-КАВ-ВС): АВ=0с: ВЬ, 


слЪдовательно, АВ выражается требуемымъ образомъ въ длинахъ 
ВУ,ВЕ СО,СЕ,ПЕ. Точка А можетъ поэтому разсматриваться как пе- 
ресЪчен1е прямой ОЕ съ дугою круга, опиваннаго изъ В, рад1усомъ,. 
удовлетворяющимъ требован1ямъ леммы. Этотъ случай приведенъ 
такимъ образомъ къ предыдущему. 

$ 4. Известно, что всякая длина, которая выражается въ дан- 
ныхъ длинахъ и въ рацональныхъ числахъ посредствомъ рацщо- 
нальныхъ дВйств!Й и извлечен!я квадратныхъ корней, можетъ быть 
построена посредотвомъ циркуля и линейки. Въ связи съ преды- 
дущими леммами это приводить ыъ слфдующей важной теорем : 

Теорема. Для 2100, чтобы зрафичесвая задача мозла быть разрь- 
шена посредством циркуля и линейки, необходимо и достаточно, чтобы 
прямолинейный длины, которым опредъляются искомые образы, моли 
быть выражены вв прямолинейныхь длинах, опредъляющихз данные образы, 
и 6в5 рашональныхе числах посредством рашональныхе дъйствй и извле- 
чешя квадратныха корней. 

Примтьчанае. Весьма часто искомую длину выражаютъ несВъ 
тЪхъ длинахъ, которыми опредВляются данныя системы точекъ, & 
въ какихъ либо данныхъ и построенныхъ длинахъ, а,5с,.... 
Можетъ случиться, ато задача разрЗшима пооредотвомъ‘циркуля 
и линейки, хотя искомая длина и не можетъ быть выражена въ 
а,6,с,... такъ, какъ это требуется нашей теоремой. „Эго возможно 
въ двухъ случаяхъ: 1) когда нзкоторыми изъ длинъ 4,Б,с,... опре- 
дДЪляется какая либо система точекъ, а нёкоторыя`изъ остальных 
длинЪ а,6,с.. . опред$ляются этими точками. Посл дн!я длины могугь 
быть выражены въ первыхъ, и если посл этого искомая длина 
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не способна а ы въ оставшихся длинахъ посредствомъ выше- 
указанных дЪйств!Й, то задача неразр$шима посредствомъ цир- 
куля и линейки; 2) иногда указывается частное свойство даннаго 
образа и этимъ устанавливается нзкоторое соотношене между опре- 
дВляющими его длинами. Задача въ этомъ случа не можетъ быть 
р$шена посредотвомъ циркуля и линейки только тогда, когда 
искомую длину нельзя выразить посредствомъ рашональвыхъ дЪй- 
отвЙ и азвлечен1я квадратныхъ корней въ наииеньшемо числ длинъ, 
же опредВляются данные образы. Такъ напр, выражен!е 


&=(с?-- 205) (а-РЬ), гдЪ а,6,с суть стороны треугольника, не можетъ 
быть вообще построено циркулемъ и линейкой, какъ въ этомъ 
можно будетъ потомъ убфдиться. Но если противъ стороны с лежитъ 
прямой уголъ, то с*—а?--Б? и а—а-ЕБ. 

Изъ сказаннаго слЗдуетъ, что рЗшен1е графической задачи 
посредотвомъ циркуля и линейки приводится: 1) къ рёзыскан!ю 
уразнев1я, связывающаго искомую длину съ наименьшие числоме 
длинг, которыми опредляются данные образы; 2) къ опред$лен1ю 
признаковъ, по которымъ можно былобы судить, удовлетворяется 
ли это уравнене выражен1ями, въ которыхъ данвыя количества и 
ращ1ональныя числа связаны ращюональными дВйствями ни извле- 
чен1ями квадратныхъ корней и 3) къ опредлен!ю этихъ вырё же: 
ый въ случаВ разрЗшимости задачи посредствомъ циркуля и ли- 
нейки. 

Изучен!е свойствъ выражен!й, въ которыхъ данныя количе- 
ства и ращональныя числа не связаны никакими иррац1ональными 
дЪйстЕ1ями, кромВ извлечен1я квадратныхъ корней, и рВшене 
уравненйЙ посредствомъ такихъ выражен!й составитъ предметъ 
сл$дующихъ главъ. С. Шатуновскй (Одесса) 


(Продолжеше слъйцетг). 


ПОСТРОЕНЕ КОРНЕЙ КВАДРАТНЫХ УРАВНЕНИЙ: 
П. С, Флорова °). 





Мы изложимъ въ этой зам$ткЪ два пр1ема построевйя поло- 
жительныхъ корней квадратныхъ уравнен1й, разсматривая квадрат- 
ныя уравнен1я, согласно закону однородности, въ одномъ изъ елЪ- 
дующихъ видовъ: . 

2" — р — 4 = 


2 ре — 9 
т — р +9 





*) Статья заимствована изъ книги П. Флорова, „Приложеше алтебры къ 
геометри“, имзющей въ скоромъ времени появиться въ печати. 
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‹ . Червый пр1емъ.—Строимъ прямоугольный треугольникъ АВС 
{фиг. 4) по катетамъ АВ=2 и ВО=Рр и опи- 
сываемъ около него кругъ. Изъ центра этого 
круга О опускаемъ перпендикулярь на АВ 
Пусть Е и С будутъ точки пересВчен1я пер- 
пендикуляра съ кругомъ, а Е—точка его пе- 
рес чения съ АВ. Построен!е доставляетъь 


- АС = Ур? 44; ОЕ = 5. 





СлФдовательно 
АЕ РТ, 
Е Вы бы уче: ка =5 + у-+». 


Отсюда видно, что ЕЁ представляетъ собою положительный корень 
уравнен1я (1), а Еб-—положительный корень уравнения (2). 

Займемся теперь уравнен!емъ (8). Оба его корня будуть ве- 
щественны и неравны между собою только при услови р > 94. 
Предположимъ, что это услоые соблюдено и построимъ прямоу- 
гольный треугольникъ АВС (фиг. 4) по гипотенуз АС=р и катету 
АВ==24. Описавъ около треугольника кругъ, опустимъ изъ его 
центра О перпендикуляръ на АВ. Пусть Е и @ будуть точки 
пересВчен!я перпендикуляра съ кругомъ, а Е —точка его перес%- 
чен1я съ АВ. Построен1е. доставляетъ 


ВС — Ир? — 49}; ОЕ = 1. 


Слдовательно 
ЕЕ р р? 2. ЕС Та р | р" 2 
2 | 4. т; 2 | 3 т: 


Такимъ образомъ ЕК и ЕС суть корни уравненйя (3). 

Примьчаще. Такъ какъ всякая хорда есть средняя пропор- 
ц1ональная между дламетромъ круга, проходящаго черезъ конецъ 
хорды, и ея проэкщей на этотъ д1аметръ, то 


АЕ—ЕС.ЕЕ, Аб—бЕ. Е. 








Полагая, что треугольникь АВС обладаеть данной гипотенузой 
АО=Рр и даннымъ катетомъ АВ=24, находимъ 5% 


АЕ ЕВА р пена К СЕНА а [а 
дер (1 |/* в Авер (2 +. [а 9? }. 
Эти формулы показываютъ, что АК и АС суть корни биквадрат- 


наго уравнен1я : 
41— р?-|-р?9?=0. 
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Второй пр1емъ.—Строимъ квадратъ АВОГ (фиг. 5), площадь кото- 
раго равна 4’, и посторонё АВ отъ вершины’ А 


откладываемъ АЕ = 5. Пусть биссектриса угла 


ЕОС пересЪкаетъ сторону ВС въ точк$ Е, а про- 
должен1е стороны АВ въ точк @. Построенйе 


№ доставляеть 
Еб?—=Е0*—=АЕ?-- АП?. 

Поставивъ сюда Аб—АЕ вмЪсто ЕС, получимъ 
АС?—2АЕ.АС—АО*, 


Фит. 5. что можно представить въ такомъ видЪ 
Аб?—р.Аб—9?=0. 


Этотъ резвультатъ удостовфряетъ, что Аб предотавляетъь собою. 
корень уравненя (1). Прямоугольные треугольники ОСЕ и РА@ 
подобны между собою. СлЪдовательно 

СЕ АО 4? 

ИЕ баре 
Поставив это значене А въ предыдущее уравнен!е, получимъ 

СЕ?—р.СЕ—9?—=0. 

Отсюда видно, что СЕ представляетъ собою корень уравнен1я (2). 


Чтобы построить корни уравнения (3), относительно котораго 
опять предположимъ р >> 24, должно построить квадратъ АВС’ 
(фиг. 5) по площади 4? и изъ точки 0, какъ изъ центра, рад1у- 





сомъ рЕ=о описать окружность, пересВкающую АВ въ точк® Е. 


Пусть биссектриса угла ЕШС будеть прямая ОЕ}. Построеше до- 
ставляетъ у 
Еб?—=ЕО*—=ЕА?-- АТ. 
Поставивъ сюда Аб-—Е@ на мЪсто ЕА, получимъ 
} .Аб?—2ЕС. Аб--АТ?=0, 
что можно представить въ такомъ. вид 
Аб?—р. Аб 9?=0, ВО 
ЗамЪнивъ здесь ДС черезъ 4?:СЕ, будемъ имфть «< 
СЕ?—р. СЕ-Ч’=0. 


Отоюда отчетливо видно; что Аб и СЕ суть корни уравнен:я (3). 
Примъчаше. Прямоугольные треугольники ЮОСЁ‘н АТб+. до-: ‹ 


ставляютЪ 
ОЕ?—=00*--СЕ*; 0б?=АТ?- АСР. 
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Полатая, что треугольникъ АТЕ. обладаетъ даннымъ катетомъ 


АТ и данною типотенузою РЕ, находимъ: 


ЕЕ НА 
ОЕ? =р (2 — ИС =#); Т@?=р (# + =). 


Эти формулы показываютъ, что ОЕ и Об суть корни биьвадрат- 


наго уравнен1н - 
24— р? --р?4’=0. 
П. Флоровз (Тамбовъ). 


НАИБОЛЬШАЯ МОДУВОСТЬ 


и наибольшая производительность’ гальваническаго тока. 





По вопросу о наивыгоднЪйшемъ дЪйств!и тока часто встр®-. 
чаются невфрныя мнфйя не только въ учебниках физики, но даже. 
въ такихъ книгахъ, какъ спец1альные учебники по электротех-^ 
ник, напр. въ „Основаняхъ электротехники“ Постникова (Москва,,. 
1898), гдЪ во П части (стр. 45 и др.). утверждается, что „тахИиии. 
полезной работы батареи во внфшней цфпи или, какъ говорятъ 
обыкновенно, отдача ея никогда не превыситъ 50°/, ея полной по- 
тенщальной энерг1и“. 

Ошибки чаще всего происходятъ оть неясности словъ „наи-. 
выгоднЪйшее дВйствье“. Поэтому будетъ нелишнимъ коснуться этого 
вопроса подробнзе. 

1. Механическое значеше электровозбудительной силы. РазсмотрЗ- 
н16 тепловыхъ, химическихт, и пр. явлен!й, производимых галь-.. 
ваническимъ токомъ, показываетъ, что электровозбумительная сида’., 
измъряется работою, производимою ‘в итти при передвижении одной единицы: 
электричества. 

По закону Джауля, количество теплоты Т, выд$ляемое въ 


цпи, выразится формулою 

Е А 
гд$ $ есть сила тока въ амперахъ, г сопротивлен1е въ омахъ, # 
время прохожден1я въ секундахтъ, Т теплота, измренная въ_еди- 


ницахъ работы уаттагте (786 лошадиной силы). При иных еди-. 


центъ, отличный отъ единицы. 
‚ Назовемъ черезъ 4 количество электричест 
время #; тогда‘ её | х 


ницахъ пришлось-бы, вообще говоря, ввести въ формулу коэффи- 





4.=.%, 
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ибо $ есть количество электричества (число кулоновъ), протекшее 
въ цфпи въ 1 секунду. Кром того по формул Ома, называя 
черезъ е электровозбудительную силу, имемъ 


е В 
а я №9 


откуда 
Е (60 
Если 4 равно единиц, то 
Т, =е 


т. е. электровозбудительная сила (въ вольтахъ) численно равна 
работ (въ уаттахъ), производимой въ цВпи нри прохождеши од- 
ной единицы (кулона) электричества. — 

РазсмотрВн1е химическихъ явлэн1й приводитъ къ тому же 
заключен!ю. При прохождения одной единицы электричества, въ 
элементЪ (Дан1еля, Бунзена) одинъ электрохимическай эквивалентъ 
цинка соединится съ сЗрною кислотою. При этомъ выд®лится н$- 
которое количество теплоты, часть которой потратится на друг!е 
химическ!е и физическле процессы, происходяцие внутри элемента; 
но во всякомъ случа останется н%которое количество теплоты, 
эквивалентное работВ И, которое и пойдетъ на образованйе' тока. 
Если сила тока будетъ & а продолжительность его # сек., то ©0от-. 
вЪтственно этому’ и работа, потраченная на образован1е тока, будетъ 
Ни. Если въ цфпи не будетъ иныхъ дЪйств!й, кром$ тепловыхъ, 
то вся эта работа потратится на натр®ван!е ц®пи #7ф т. е, 


Нё = #7 или Н =, 
откуда ВР; 
ибо по формулВ Ома и" = е. 
2. Наибольшая сила тока. Пусть имВемъ М элементовъ, раздЪ- 
ленныхъ на п параллельныхъ группт, составленныхъ изъ 7 посл 
довательно соединенныхъ элементовъ въ каждой групп. (М==ию). 


Пусть е электровозбудительная сила одного элемента, " его сопро- 
тивлене, р внзшнее сопротивлен!е. Тогда сила, тока, $ выразится такъ 


ет етт еХ 


= св тет тит 
о рт-- ри-- 


Чтобы $ быль наибольшею, необходимо, чтобы знаменатель 
имлъ наименьшее значен1е (числитель вМ постоянная величан&,). 
Если знаменатель А =ри--`т имфетъ наименьшую величину, то и 
А? имфетъ наименьшее значен1е. 


_ Ар Этртт-и т? = (рт-гт)?-+-4р" № 


$ 






Отсюда видно, что наименьшее значен1е А и наибольшее значен!е , 
для з будетъ при У - 
ри—7т==0, 
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кт 5 
или при =, т.е. въ томъ случа, если внутреннее сопротивлен!е 


равно вн®шнему. 
При этомъ , те ры 
$ = =— = = 
Р Я 2гт Эри 
Н е% ет Ч: 
пах == 2" = Эр — 2% 


если подъ & будемъ понимать ту силу тока, которая получилась-бы 
при внзшнемъ сопротивлен!и, равномъ нулю: 


ет е% 


в" 


Итакъ мы нашли наибольшую силу тока при условйи, что въ на- 
шемъ распоряжен!и находится только труппировка элементовъ. 

8. Наибольшая полезная мощность зальваническало тока. Мощностью 
источника работы называется количество работы, производимое имъ 
въ 1 секунду. 

Работу, происходящую во внёшней цпи, мы можемъ так или 
иначе эксплуатировать и потому назовемъ ее полезною’ работою. 
Работу, затрачиваемую внутри элемента (на нагр ван!е и пр.), бу- 
демъ считать безполезною. 

Пусть электровозбудительная сила батареи есть ‘е, ‘ея сопро- 
тивлен1е г; требуется узнать, при какомъ внфшнемъ сопротивле- 
ни р полезная мощность тока будетъ наибольшая? 

Силу тока при полномъ сопротивлен!и гр назовемъ черезъ 
®; если-бы внзшнее сопротивлен1е отсутствовало, то сила тока была 





% = 


бы = 
ы % = —, откуда 
то 
е — го. 


При ток $ каждую секунду проходитъ ‹единицъ электриче- 
ства, &а передвижен!е каждой единицы электричества даетъ въ наше 
распоряжене е уаттовъ работы. Поэтому полная работа тока во 
всей цпи вё одну секунду или мощность его есть её. Часть этой работы, 
идущая на нагрЗван1е батареи и соединительныхъ проволокъ, 
равная #”, для насъ безполезна. Поэтому полезная работа, которую 
мы можемъ утилизировать каждую секунду, выразится разностью 


О=е--Р = (е—й“). 





Но е—&т,, & потому РЕ 
9=и @—9. 


Оба множителя $ и #— 7 имфютъь постоянную сумму\%, & потому 
ихъ произведен1е будетъ наибольшимъ, если оба. множителя равны 


зао ах м 
= или =, 
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т. е. наибольшая полезная мощность‘ будетз вв то время, козда сила 
тока составитг половину той силы тока, которая получилась-бы, еслибы 
внтъшнязо сопротивлешя не было. 

Легко видЪть, что при этомъ внЪфшнее сопротивлен1е равно 


внутреннему. 


= = : $ 
офор" бе 
порт; =. 
Вся работа ции есть 
мы 
== 
27.’ 


полезная часть работы 

0 в. @& Те?’ 
её — т = 6 ош 
т. е. для наибольшей мощности отдача работы равна 60°/,. 

Сила тока при этомъ не будетъ ни наибольшею, ни наимень- 
шею; уменьшивъ вн8шнее сопротивлен1е до О, мы увеличимъ силу 
тока вдвое; увеличивъ р, мы уменьшимъ силу тока. 

4. Наибольшая производительность зальваническало това. Мы можемъ 
получить отдачу гораздо больше 505/, (теоретически до 100°/,), если 
ограничимся меньшею мощностью, т. е. потребуемъ каждую секунду 
меньшую работу. 

Въ самомъ дЪлЪ, мы видли, что полезная работь Ч выражает- 
ся формулою 

9=е —#^.. 


Отношен!е полезной части работы ко всей затраченной работ на- 

зовемъ коэффиц1ентомъ полезнаго дВйств1я; обозначим его черезъ Ё, 
Имземъ 

е— т # 

ро ЕН) 

6 е о 


е 
ибо Ё———. 
тор 
Отсюда видно, что наибольшее значен1е & будетъ равно 1 (отдача 
100°/,), что произойдетъ при "= о или при р==® (сила тока при 
этомъ, вообще говоря, не будетъ ни наибольшею, ни наименьшею). 
Такимъ образомъ можно воспользоваться какъ угодно болышою 
частью работы тока, уменьшая внутреннее сопротивлене батареи 
или увеличивая внзшнее сопротиваен1е. 
Услов1я наибольшей силы тока и наибольшей полезной мош- 
ности совпадаютъ только въ томъ случа, если внзшнее сопротив- 
лен1е дано. е\\ 
Услов!е наибольшей отдачи, вообще говоря; не совпадаетъ 
съ условемъ наибольшей мощности и наибольшей силы тока. 
А. Ворольковв (Спб.). 
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НАУЧНАЯ ХРОНИКА. 


Теплота испареня жидкости, выраженная въ килограммометрахъ, 
равна приблизительно квадрату скорости звука въ парахъ той-же 
жидкости. Это интересное соотношен1е найдено Тумлирцемъ (Тит- 
7, 52. У 1еп. АКай., 101, 184) и провФрено имъ ва основанйи дав- 
ныхъ Реньо, Фавра и Зильбермана, Эндрьюса, Видеманна и др. 
для 18-и жидкостей (вода, треххлористый фосфоръ, хлорное олово, 
эфиръ, бензолъ, хлороформъ, сФрнистый углеродъ, спиртъ и др.). 
Отклонен!я въ среднемъ равны 8—4°/, (только для спирта 15°/). 
Называя теплоту испарен1я черезъ й, а скорость звука въ парахъ 
жидкости черезъ ©, получимъ: 


425 1—2. 

(К. Ф. Х. 0.) В. Г. 
Новые опыты надъ элентропроводностью газовъ. Если электриче- 
ское разряжен1е происходитъ черезъ одну часть газа, находящагося 
въ труб, то весь газъ переходить въ особое состоян1е, при кото- 
ромъ онъ хорошо проводитъ электричество. Шустер изучилъ за- 
коны этой проводимости и сдфлалъ объ этомъ сообщен1е въ Бри- 
танской Ассопацли въ Эдинбург. Онъ доказалъ, что проводимость 
обусловливается диссоц1ац1ей газовыхъ молекулъ, а замВченная 
имъ электрическая поляризащ1я указывала на явлен1е электролиза. 
Сила поляризаши зависить отъ природы электродовъ: она мала 

для м8ди и желЪза и значительна для алюмин!я и магн!я. 

Бам. 
Подняте воздушныхъ пузырей въ жидкости, Ести воздушный пу- 
зырь поднимается въ водЪ, то, на основанйи сообщен1я Трутона; 
сдФланнаго въ Британской Асссщащи въ Эдинбург, скорость под- 
нят1я представляетъ собою пер!одическую функц!ю величины пу- 
зыря. Если отложить на абсцисс объемъ. пузырей, & на ординат 
соотв тетвующйя скорости, то кривая показываетъ, что сначала 
увеличен!е объема пузыря уменьшаетъ скорость, но затЪмъ ско- 
рость опять увеличивается, достигаетъ максимума, который прибли- 
зительно вдвое болыше минимума, потомъ опять уменьшается и т. 
д. два или три раза, смотря по д1аметру употребленной трубки. 
Колебаня кривой утихаютъ по тому же закону, какъ и колебаня 
маятника въ вязкой средф. Форма пузыря при первомъ минимум 
шарообразна, посл этаго пувырь сверху пр!остряется, пока, не нас- 
тупитъ второй минимумъ, тогда онъ сверху становится опять ”за- 
кругленнымъ и т. д. Вы$ото воздуха были взяты также жидкости, 
не см шивающ1яся съ водой. Воздушные пузыри были изслдо- 

ваны также и въ другихъ жидкостяхъ, хоз Бам. 
ЗамЪчательное зеркальное отражене отъ поверхности кирпичной 
стБны ‘имЪлъ случай наблюдать Шао 10 февраля въ Кембридж 
во время яснаго зимняго дня. Земля была покрыта’ вездВ онЪгомъ, 
но днемъ солнце растопило снфсъ. Дависг разговаривалъ случайно 
вблизи сФвернаго угла длинной кирпичной стфны, на которую па- 
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дали вертикально лучи заходящаго солнца и производили сильное 
нагрЗван1е, На разстоян!и около 100 футовъ отъ стФны шелъ че- 
ловЪкъ и авторъ замфтилъ его руку въ стВн%, какъ въ зеркал. 
При внимательномъ изолВдован1и онъ замЪтилъ, что если его глазъ 
былъ на разстоян!и | дюйма отъ поверхности стВны, то боле отда- 
ленная часть стны становилась невидимой, а вм$сто нея показы- 
вались отдаленные предметы. Отражен!е соотвЪтствовало вполнЪ 
тому, которое наблюдается на вод, когда надъ ней дуетъ холод- 
ный взтеръ. Отражен1е отъ стВны происходило всего вЪроятнзе 
вслФдотв!:е слоя теплаго воздуха на поверхности нагр®той ст$ны. 
(Ашег. шефеог. Чоиги., 8 р. 525. 1892). Бум. 


> 


РАЗНЫЯ ИЗВЪСТТЯ. 





-ж Въ Парижской обсерватор1и Деландуг устрамваетъ боль- 
шой телескопъ съ спектрофотографомъ, который ему ‘позволитъ 
дЗлать наблюдев1я надъ движен!емъ звЪздъ по лини зря. 
Большая свЗтовая сила парижскато инструмента позволитъ изм- 
реше звФздъ до 4 величины, тогда какъ Фиель въ Берлин былъ 
принужденъ ограничиться до сихъ поръ только самыми св8тлыми 
зв$здами. Между прочими усовершенствован1ями сл$дуетъ упомя- 
нуть, что измВрен1е передвижен1я спектральныхъ линйй будетъ 
сравниваться со всЪми водородистыми лин1ями, а также желзными 
и кальцевыми, Бем. 

эе. Землетрясевще на 0-в5 Самосф произошло 16-го декабря 1892 г. 
Оно началось въ 1 чаек дня, продолжалось до 111/, час. ночи и 
возобновилось на слЗдующий день. Сила землетрясен1я была такова 
что жители покинули дома. р 

-- Скорость движеня тучъ зимою гораздо больше, чВмъ лЪтомт, 
какъ оказывается на основан1и наблюден1й, произведенныхъ въ 
Массачусетс, въ обсерватор!и Ротта. Кром того зимою тучи про- 
ходять ближе къ земной поверхности. Въ верхнихъ слояхъ атмо- 
сферы тучи движутся въ среднемъ со скоростью 140—150 верстъ 
въ часъ, но иногда скорость ихъ доходить до 850 верстъ. Въ 
верхнихъ слояхъ атмосферы преобладаетъ западное направлен1е, 
въ среднихъ (4000 метровъ)—юго-западное, въ нижнихъ—©Ъверо- 
западное. а 

эк. Усовершенствованя въ телесноп+ обсерватори Мск. Миллюнеръ 
Теркесъ въ Чикаго заказалъ для объектива телескопа въ обеерва- 
тор1и Тек двояко-выпуклое стекло 45 дюймовъ въ д1аметрЪ, т. е. 
на 9 слишкомъ дюймовъ больше настоящаго. А 

-*- Температура лавы Этны, была въ послВднее время прибли- 
зительно изм8рена проф. Бартоли. Воспользовавиись исключитель- 
нымъ положен1емъ потока лавы, вытекавшаго ‘изЪ/’подземнато про- 
хода; онъ приблизился на разстоянйе двухъ метровъ къ раскален- 
ной массф и погрузилъ въ нее желёзвую въ конц заостренную 
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трубку, заключавшую ‘въ себф кусокъ платины. Продержавъ ее 
десять минутъ въ лавф, потомъ быстро  вытащивъ, онъ опустилъ 
платину въ воду калориметра. Такимъ способомъ удалось узнать, 
что температура лавы на глубин одного метра, варьировала отъ 
1060° до’ 9706; послВ прохожден1я двухъ километровъ со скоростью 
80 ори въ часъ, температура лавы на той же глубин упала 
до 2005, 


ДОСТАВЛЕННЫЯ ВЪ РЕДАКШЮ КНИГИ и БРОШЮРЫ *). 





Къ теорм способа наименьшихъ квадратовъ. И. Слешинскаю. Одес- 
са. 1892. 

Опытъ систематизащи употребительнёйшихъ ариеметическихь задачъ 
по типамъ. Составиль .4. А. Терешкевиче. Москва. 1898. Складъ изда- 
н1я; Москва, Кузнеце!Й мостъ, учебный магазинъ „Начальная шко- 
ла“ Е. Н. Тихомировой. Цна 30 коп. 

Р5шене проблемы квадратура круга. Поправлене постоянной величины 
П. Соч. 0скарг А. Флоро сапё рьуз. Рига. 1892. Цна 1р 

° Современные взгляды на электричество. Вступит. лекця, читанная 
29 сентября 1898 г. въ Ими. Унив. Св. Владим!ра профессоромъ 
Г. Г. Де-Метцомг. Клевъ. 1892. 
а Къ теор способа наименьшихъ квадратовъ. С. П. Ярошенко. Одесса. 
Теорйя движен!я подобно-измфняемаго тфла. Д. И. Зейлиера, приват.- 
доц. Имп. Казанскаго Университета. Казань. 189%. Ц, 1 р. 50 к. 

Наблюденя земного магнетизма, произведенныя въ магнитно-ме- 
теоролсгической обсерватор1и Императорскаго казанскато универ- 
ситета въ 1891 году. Казань. 1898. 

Курсъ дополнительныхъ статей алгебры съ приложен1емъ ` 140 ва- 
дачъ. По новой программ реальныхъ училищь. Составилъ /. С. 
Флоровв. Изд. книжн. магазина В. Думнова. Москва. ‘18983. Ц. 1 р. 

Изъ области науви. Новые опыты съ падающими и катящимися 
тЗлами. Проф. Н. А. Любимова. (Изъ № 255 „Правительств. В%ст- 
ника“ 1892 года). 


ЗАДАЧИ. 


№ 440. На радикальной оси двухъ данныхъ перес$кающихся 
окружностей найти такую точку, чтобы касательныя, проведенныя 
изъ нея къ обЗимъ окружностямъ, составляли между собой дан- 
‘ный уголъ. Сколько р8шен!й ? < № 
А. Шостакз’ (Одесса). 


*) См. «ВЪстникъ Оп. Физики» № 151, стр. 149. 
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№ 441. РЭшить безъ помощи тригонометр1и слЗдующую за- 
дачу. Данъ равносторонн!Й треугольникъь АВС, сторона котораго 
равна а. На продолжени ВС (или на ВС) взята точка Р на раз- 
стоян1и з отъ вершины С. Требуется 

1) построить равнобедренный треугольникъ такъ, чтобы вер- 
шина одного изъ равныхъ угловъ совпадала съ Р, двЪ друг!я вер- 
шины лежали на сторонахъ АВ и АС (или на ихъ продолжетяхъ) 
и одна изъ равныхъ сторонъ была-бы параллельна ВС; 

2) вычислить стороны такого треугольника. 

Н. Николаевв (Пенза). 
№ 442. РЕшить уравнен!е 


ут +1) 


В. Херувимовг (Харьковъ). 

№ 443. Стороны многоугольника, описаннаго около окружно- 
сти рад!уса г, равны по порядку а,, а, 4.,... @,. Проведены окруж- 
ности: первая касается стороны @ и продолжевй сторонъ а, и 
а,, вторая — стороны а, и продолжен!й сторонъ а, и а, ит. ц., 
наконецъ #-ая — стороны а, и продолжен1й сторонъ а„_, и а. Ра- 
д1усы этихъ окружностей обозначены по порядку черезъ т,, и., 
г. ›...) Га. Доказать, что | 


(аа —а, (ат аа") ==" (г, — г, (а, — аз) (аз, — аут: ==" (г,—тз)?; 
(а, — а) бат, —а, п), — т, 


П. Свъштниковв (Троицкъ). 
№ 444. По данному углу ®; подъ которымъ видны два пред- 
мета М и М изъ какой нибудь точки С, опред$лить уголъ 2, подъ 
которымъ они будутъ видны‘ изъ другой точки В 
Примючавше.— Ршен1е этой задачи носитъ назван1е. ириведешя 
ула во центру станщи или центрировки. 
Я. Тетляковз (Радомысль). 
№ 445. Часы съ маятникомъ сившатъ при 0% на 7 секундъ 
въ сутки, а при температур въ 20° отстаютъ на 9: секундъ въ 
сутки. Вычислить линейный коэффицентъ расширен!1я маятника. 
(Заимотв.) П. П. (Одесса). 


РБШЕНИЯ ЗАДАЧЪ. 





№ 110 (2 сер.). Показать, что произведен!е сторонЪ гармониче- 
скато четыреугольника равно четырекратному произведен1ю его 
мед1анъ. ОО 
Обозначивъ средины д1агоналей ВХ и С черезь ЕиЕ, - 


ходимъ 
4АЕ. СЕ=ВО?; 4ВЕ. РЕ=АС?. 
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Такъ какъ АВ.СО = ВС.АФ = : АС.ВО, 
то АС?. ВО?—4АВ.СО.ВС.АО 
и АВ.ВС.СОХА—4АЕ.СЕ.ВЕ.ОЕ. 


В. Росвовёкая (Курскъ); П. Сопшниковь (Троицвъ); В. Рубцовь (Уфа); 
И. Бискъ, (Кевъ). | 


№ 111 (2 сер.). Въ РуководствВ Космографи А. Малинина и 
К. Буренина, въ глав „ИзмВрен1е времени“ и въ $ „Календарь“ 
находимъ слЗдующее: 

„Если отбросить доли сутокъ и считать годъ ровно въ 865 
сутокъ, то каждый годъ будетъ короче иотиннаго почти на 1/, су- 
токъ, такъ что будетъ считаться начало новаго года, хотя еще 
осталось почти 6 часовъ стараго; въ 100 лтъ эта ошибка воз- 
растетъ до 25 дней, и весеннее равноденств!е, которое бываетъ въ 
мартЪ, черезъ, 100 лФть придется уже въ февралЪ; черезъ 500 
лЪтъ оно пришлось бы въ октябр%.“ 

Указать, объяснить и исправить ощибку, заключающуюся въ 
этихъ словахъ. 

Отбрасывая ежегодно доли сутокъ, мы опережаемъ 65 счеть 
истинное время приблиз. на 25 дней въ 100 лЪтъ, но на самомъ 
ДЪлВ отстаемъ отъ неподвижныхъ точекъ равноденствйя. Поэтому 
черезъ 100 лЪтъ считалось-бы наступившимъ 9-е марта, когда до 
весенняго равноденств1я оставалось-бы еще 25 дней, т. е. оно н: сту- 
пило-бы въ апрЪлЪ, а черезъ 500 лЪтъ оно пришлось-бы въ 1юлВ. 


С. Ржанищынъ (Троицвъ); В. Тюнинь, А. Даниловь (Уфэ). 


№ 137 (2 сер.). Показать, что сумма квадратовъ сторонъ гар- 
моническаго четыреугольника равна удвоенному произведен1ю двухъ 
меданъ, выходящихъ изъ концовъ какой нибудь стороны и про- 
долженныхьъ до встрзчи съ описаннаго около четыреугольника 
окружностью. 

Въ гармоническомъ четыреугольник 8 АВСШ черезъ средину 
Е дагонали ВЛ проводимъ прямую АЕ до пересВчен!я съ опи- 
санною окружностью въ точкВ С’и еще проводимъ прямыя ВС’, 
С’, СЕ. По свойству гармоническаго четыреугольника 


2 
ВС’—Т0; 2С’—ВС; ЕС’-—ЕО; РЕ— ре —АЕОЕ, 


Обовначимъ средину лини АС’ черевъ 6. Тогда ` 
АВ*--ВС”-{-С’0?-РА*—В0?-- АС’ 48 со 


или АВа-- ВС? СОРА о 
РИ ‚ АС’! 
148.040 (ле) +2(ко =) а 


—4АЕ.С' 8-24" 2А 1428040 АЕ ЕС) = 
—2(АЕ-НЕС')!--2АС”—2АС(АЕ+ЕС’=9АС”, 
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Если СЕ продолжимъ до пересВчен1я съ окружностью въ точк О’, 
то СР’=АС’. Такимъ образомь АВ?--ВС?--СО?--РА?—3.АС’.СО 
что и требовалось доказать. 


И. Бискъ (Клевъ); П. Свьиниковь (Троицкъ). 
№ 2835 (2 сер.). ОпредЗлить пред$лъ, къ которому отремится 


произведен1е 
@-9) а-я) А-а) а-я). 


при услови, что < 1, 

Еслибы производителей было только два, то произведен1е 
(1--х) (1-Е?) имфло бы посл дн!й членъ 5'; еслибы производите- 
лей было три; то произведен!е (1-2) (1-4) (1-2) имло бы по- 
слФднимъ членомъ 5"; еслибы производителей было четыре, то произ- 
веден1е (1-|-х) (1--2*) (1--2“) (1-53) имЪло бы посл дн! членъ 5! 
и т. д., вообще, если возьмемъ п производителей, то посл дь]й членъ 
произведен1и будетъ <*"-!; такимъ образомъ данное произведен1е 
можеть быть выражено такъ 


1-е... 
сумма этого ряда З будетъ 
8 — 2—1. 
И 
переходя къ предзлу при ® = ®х из < 1, найдемъ 


: . 2—1 1 
Ши = ш- —— — ЕниыеС 


В. Рудинь (Пенза); В. Еостинь (Симбирскъ,). 


№ 101 (1 сер.). Показать, что произведен!е противоположныхъ 
мед1анъ гармоническаго четыреугольника равно четверти квадрата, 
другой длагонали. : 

МВ. Мед1аной въ четыреугольник называется прямая, соеди- 
няющая его вершину съ срединой д1агонали. 

Эта теорема можетъ быть выражена иначе слвдующ. обра- 
зомъ: „половина д1агонали гармоническаго четыреугольника’ есть 
средняя пропорц1ональная между прямыми соединяющими ея сре- 
дину съ концами второй д1агонали“. Доказательство-же этой тео- 
ремы изложено въ статьВ проф. Ермакова „Гармоническай четыре- 
угольникъ“ см. № 1 В. 0. Ф. отр. 8. у 

П. Овюшниковь (Троицкъ); В. Рубиовь, В. Тюнинь (Уфа); В. 
(Курекъ); И. Бискь (Е1евъ); А. Витковекй (Великолуцкъ). 3. 
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